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习题 1
证明时间演化算符

U (t, t0) = exp
[
−i

∫ t

t0

dt′HI(t)

]
(1)

满足如下关系：

U (t, t1)U (t1, t2) = U (t, t2) , U (t, t1)U
† (t2, t1) = U (t, t2) (2)

解：

时序算符

U (t, t1) = T

{
exp

(
−i

∫ t

t1

dt′HI (t
′)

)}
(3)

是下列一阶方程的解

i
∂

∂t
U (t, t1) = HI(t)U (t, t1) (4)

因为

i
∂

∂t
U (t, t1) = i

∂

∂t

∞∑
n=0

(−i)n
∫ t

t1

dt′1

∫ t′1

t1

dt′2 · · ·
∫ t′n−1

t1

dt′nHI (t
′
1)HI (t

′
2) · · ·HI (t

′
n)

= HI(t)
∞∑
n=1

(−i)n−1

∫ t

t1

dt′2 · · ·
∫ t′n−1

t1

dt′nHI (t
′
2) · · ·HI (t

′
n)

= HI(t)
∞∑
n=1

(−i)n−1

∫ t

t1

dt′1 · · ·
∫ t′n−2

t1

dt′n−1HI (t
′
1) · · ·HI

(
t′n−1

)
= HI(t)U (t, t1) .

(5)

记 US (t, t1) ≡ e−iH0(t−t0)U (t, t1) e
iH0(t1−t0) 且由定义 HI(t) = eiH0(t−t0)(H −H0)e

−iH0(t−t0)，代

入（4）得

i
∂

∂t

(
eiH0(t−t0)US (t, t1) e

−iH0(t1−t0)
)
= eiH0(t−t0)(H −H0)e

iH0(t−t0)eiH0(t−t0)US (t, t1) e
−iH0(t1−t0)

⇒ −H0US (t, t1) + i
∂

∂t
US (t, t1) = (H −H0)US (t, t1)

⇒ i
∂

∂t
US (t, t1) = HUS (t, t1)

(6)
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因此

US (t, t1) = e−iH(t−t0) (7)

则

U (t, t1) = eiH0(t−t0)e−iH(t−t0)e−iH0(t1−t0) (8)

其也满足边界条件 U (t1, t1) = 1, 易由此边界条件和一阶线性微分方程（4）解唯一性确认（8）
与（3）等价。那么，

U (t, t1)U (t1, t2) =e
iH0(t−t0)e−iH(t−t1)e−iH0(t1−t0)eiH0(t1−t0)e−iH(t1−t2)e−iH0(t2−t0)

=eiH0(t−t0)e−iH(t−t2)e−iH0(t2−t0)

=U (t, t2) ,

(9)

U (t, t1)U
† (t2, t1) =e

iH0(t−t0)e−iH(t−t1)e−iH0(t1−t0)
[
eiH0(t2−t0)e−iH(t2−t1)e−iH0(t1−t0)

]†
=eiH0(t−t0)e−iH(t−t2)e−iH0(t2−t0)

=U (t, t2) .

(10)

习题 2
证明编时乘积 T {ϕ (x1)ϕ (x2)} 和正规乘积 ϕ (x1)ϕ (x2) 关于 x1 和 x2 的交换对称，从而

证明费曼传播子 ∆F (x1 − x2) 也是关于 x1 ↔ x2 对称。

解：

由
T {ϕ (x1)ϕ (x2)} = θ

(
x01 − x02

)
ϕ (x1)ϕ (x2) + θ

(
x02 − x01

)
ϕ (x2)ϕ (x1) ,

T {ϕ (x2)ϕ (x1)} = θ
(
x02 − x01

)
ϕ (x2)ϕ (x1) + θ

(
x01 − x02

)
ϕ (x1)ϕ (x2) .

(11)

得

T {ϕ (x1)ϕ (x2)} = T {ϕ (x2)ϕ (x1)} (12)

记

ϕ+(x) =

∫
d3p

(2π)3/2
√
2ωp

ape
−ipx, ϕ−(x) =

∫
d3p

(2π)3/2
√

2ωp
a†pe

ipx, (13)

则 ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x)。那么

: ϕ (x1)ϕ (x2) := :
(
ϕ+ (x1) + ϕ− (x1)

) (
ϕ+ (x2) + ϕ− (x2)

)
:

=ϕ+ (x1)ϕ
+ (x2) + ϕ− (x1)ϕ

+ (x2) + ϕ− (x2)ϕ
+ (x1)

+ ϕ− (x1)ϕ
− (x2)

=: ϕ (x2)ϕ (x1) :

(14)

而费曼传播子

∆F (x1 − x2) = ϕ(x1)ϕ(x2) = T {ϕ (x1)ϕ (x2)}− : ϕ (x1)ϕ (x2) : (15)

所以

∆F (x1 − x2) = ∆F (x2 − x1) . (16)
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习题 3
通过具体计算验证如下 Wick 公式：

T {ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)} = : ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) : +ϕ (x1)∆F (x2 − x3)

+ ϕ (x2)∆F (x3 − x1) + ϕ (x3)∆F (x1 − x2)
(17)

其中 ϕ(x) 是实标量场，∆F (x) 是费曼传播子。

解：

假设 x01 > x02 > x03，

T {ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)}

=ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)

=
(
ϕ+ (x1) + ϕ− (x1)

) (
ϕ+ (x2) + ϕ− (x2)

) (
ϕ+ (x3) + ϕ− (x3)

)
=ϕ+ (x1)ϕ

+ (x2)ϕ
+ (x3) + ϕ+ (x1)ϕ

+ (x2)ϕ
− (x3) + ϕ+ (x1)ϕ

− (x2)ϕ
+ (x3) + ϕ+ (x1)ϕ

− (x2)ϕ
− (x3)

+ ϕ− (x1)ϕ
+ (x2)ϕ

+ (x3) + ϕ− (x1)ϕ
+ (x2)ϕ

− (x3) + ϕ− (x1)ϕ
− (x2)ϕ

+ (x3) + ϕ− (x1)ϕ
− (x2)ϕ

− (x3)

= : ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) : +ϕ
− (x1)

[
ϕ+ (x2) , ϕ

− (x3)
]
+
[
ϕ+ (x1) , ϕ

− (x2)
]
ϕ+ (x3)

+
[
ϕ+ (x1) , ϕ

− (x2)ϕ
− (x3)

]
+
[
ϕ+ (x1)ϕ

+ (x2) , ϕ
− (x3)

]
= : ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) : +ϕ

− (x1)
[
ϕ+ (x2) , ϕ

− (x3)
]
+
[
ϕ+ (x1) , ϕ

− (x2)
]
ϕ+ (x3)

+ ϕ− (x2)
[
ϕ+ (x1) , ϕ

− (x3)
]
+
[
ϕ+ (x1) , ϕ

− (x2)
]
ϕ− (x3) + ϕ+ (x1)

[
ϕ+ (x2) , ϕ

− (x3)
]

+
[
ϕ+ (x1) , ϕ

− (x3)
]
ϕ+ (x2)

= : ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) : +ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) + ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) + ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)

= : ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3) : +ϕ (x1)∆F (x2 − x3) + ϕ (x2)∆F (x3 − x1) + ϕ (x3)∆F (x1 − x2)

(18)
该性质不依赖于假设 x01 > x02 > x03, 其他情况同理可证。

习题 4
考虑如下的标量汤川理论：

L = ∂µψ∂
µψ∗ −M2ψ∗ψ +

1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − gψ∗ψϕ (19)

其中 ψ 是复标量核子场，ϕ 是实标量介子场。画出如下过程的相关费曼图并计算散射振幅：

问题 (a)

• 核子-反核子散射：ψ + ψ∗ → ϕ，保留到 O(g)

解：

= i
p2−M2+iϵ
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= i
p2−m2+iϵ

= −ig

核子-反核子一阶散射振幅为

iM = = −ig

问题（b）

• 核子-介子散射：ψϕ→ ψϕ，保留到 O (g2)

解：

散射振幅为

iM = +

k1

p1 k2

p2 k1 p2

p1 k2

= −ig2
[

1

(k1 + p1)
2 −M2 + iϵ

+
1

(p1 − k2)
2 −M2 + iϵ

]
= −ig2

(
1

s−M2 + iϵ
+

1

t−M2 + iϵ

) (20)

习题 5
康普顿散射描述了高能光子与初始静止的电子散射的过程：

γ (k1) + e (p1) → γ (k2) + e (p2) (21)

该过程的散射振幅如何计算将在以后的课程中介绍，这里我们只需要知道散射振幅的表达式

（已对所有末态自旋求和以及初态自旋求平均）：

|M |2 =32π2α2

[
m4 +m2(3s+ u)− su

(m2 − s)2
+
m4 +m2(3u+ s)− su

(m2 − u)2

+
2m2 (s+ u+ 2m2)

(m2 − s) (m2 − u)

]
+O

(
α4

) (22)

其中 α = 1/137 是精细结构常数，m 是电子质量, s = (k1 + p1)
2 , u = (k1 − p2)

2。
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问题 (a)

• 将 Mandelstam 变量 s 和 u 用入射和出射光子的能量 ω 和 ω′ 表示。

解：

s = m2 + 2mω (23)

u = m2 − 2mω′ (24)

问题 (b)

• 将出射光子相对入射光子的散射角 θ 用 ω 和 ω′ 表示。

解：

u = m2 − 2kµ1p2µ = m2 − 2mω + 2ωω′(1− cos θ) (25)

θ = arccos
[
1− 2m

(
1

ω′ −
1

ω

)]
(26)

问题 (c)

•计算关于出射光子方位角 dΩ = sin θdθdϕ的微分散射截面，并将其表达为 ω 和 ω′ 的

函数。你的结果应与 Klein-Nishina 公式一致：

dσ

dΩ
=

α2

2m2

ω′2

ω2

(
ω

ω′ +
ω′

ω
− sin2 θ

)
(27)

解：

代入上述结果得

|M|2 =32π2α2

[
4 [m2 +m (ω − ω′) + ωω′]

ω2
+

4 (m2 +−mω′ + ωω′)

ω′2 − 4m2 + 2m (ω − ω′)

ωω′

]
(28)

而∫
dσ =

1

2Ek12Ep1 |vk1 − vp1 |

∫
d3k2

(2π)3
1

2Ek2

d3p2

(2π)3
1

2Ep2

(2π)4δ(4) (p2 + k2 − p1 − k1) |M|2

=
1

64π2mω

∫
dΩ

ω′

|m+ ω(1− cos θ)| |M|2
(29)

于是

dσ
dΩ =

α2

2mω

ω′

|m+ ω(1− cos θ)|

[
4 [m2 +m (ω − ω′) + ωω′]

ω2
+

4 (m2 +−mω′ + ωω′)

ω′2

−4m2 + 2m (ω − ω′)

ωω′

]
=
α2

2m2

ω′2

ω2

(
ω

ω′ +
ω′

ω
− sin2 θ

) (30)
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习题 6
量子非谐振子可以看成 0+1 维（零维空间，一维时间）的量子场论，其拉格朗日量如下：

L =
1

2
ϕ̇2 − 1

2
ω2ϕ2 − 1

4!
λϕ4 (31)

正则对易关系为：

[ϕ, ϕ̇] = i (32)

我们这里感兴趣的是基态能量 E0，可以写成关于 λ 展开的级数：

E0 =
ω

2
+

∞∑
n=1

λnAn(m) (33)

其中第一项是简谐振子的零点能，后面的项对应相互作用对简谐振子的微扰展开。

问题 (a)

• 确定 ϕ, ω, λ 的质量量纲

解：

[ϕ] = [M ]−
1
2

[ω] = [M ]1

[λ] = [M ]3

问题 (b)

• 证明 E0 可通过计算费曼图得到

E0 =
ω

2
+
∑
n

∑
i

Fn,i

symn,i

(34)

其中 Fn,i 是 n阶图 O(λn)中第 i个独立的连通真空费曼图的贡献，symn,i 是 n阶图中第 i个

连通真空图形的对称因子。

解：

记 λ = 0 时，真空为 |0⟩, 记 Hi =
1
4!
λϕ4, H0 =

1
2
ϕ̇2 + 1

2
ω2ϕ2 则

e−iHT |0⟩ = e−iE0T |Ω⟩⟨Ω|0⟩+
∑
n ̸=0

e−iEnT |n⟩⟨n|0⟩ (35)

当 T → ∞(1− iϵ), 高激发态指数压低得

lim
T→∞(1−iϵ)

e−iHT |0⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

e−iE0T |Ω⟩⟨Ω|0⟩

⇒ lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|e−iH2T |0⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

e−iE02T ⟨0|Ω⟩⟨Ω|0⟩

⇒ lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|e−iH0(T−t0)U(T,−T )e+iH0(−T−t0)|0⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

e−iE02T |⟨0|Ω⟩|2

⇒ lim
T→∞(1−iϵ)

⟨0|U(T,−T )|0⟩ = lim
T→∞(1−iϵ)

e−i(E0−ω
2
)2T |⟨0|Ω⟩|2

(36)
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其中 U(T,−T ) = T
{

exp
[
−i

∫ T

−T
dtHI(t)

]}
其中 HI(t) = eiH0(t−t0)Hie

−iH0(t−t0)。而

⟨0|U(T,−T )|0⟩ = exp(−i
∑
n

∑
i

Fn�i

symn,i

2T ) (37)

在时间极限和微扰意义下对比 (36)(37) 有时间依赖的相位得到

E0 =
ω

2
+
∑
n

∑
i

Fn,i

symn,i

(38)

问题 (c)

• 写下上述理论的动量空间费曼规则。

解：

= i
(p0)2−ω2

= −iλ

DF (t, t
′) = ϕ(t)ϕ(t′) =

e−iω|t−t′|

2ω
=

∫
dp0

2πi

−1

(p0)2 − ω2
e−ip0(t−t′)

问题 (d)

• 画出直到 n = 4 的所有连通真空图形，并求出相应对称因子。

解：

n = 1

8

n = 2

16

48

n = 3

32
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24

48

48

n = 4

64

32

128

16

48
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32

144

48

32

128

问题 (e)

• 计算 En 的前两项，即 A1，A2。

解：

F1,1 = λ

(∫
dp0

2π

−1

(p0)2 − ω2 + iϵ

)2

=
λ

(2ω)2
(39)

F2,1 = −iλ2
(∫

dp0

2π

−1

(p0)2 − ω2 + iϵ

)2 ∫
dp0

2π

(
−1

(p0)2 − ω2 + iϵ

)2

= − λ2

(2ω)2
1

4ω3
= − λ2

16ω5

(40)
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F2,2 =iλ
2

∫
dp01
2π

∫
dp02
2π

∫
dp03
2π

i

(p01)
2 − ω2 + iϵ

i

(p02)
2 − ω2 + iϵ

i

(p03)
2 − ω2 + iϵ

× i

(p01 + p02 + p03)
2 − ω2 + iϵ

=λ2
∫
dp01
2π

∫
dp02
2π

1

(p01)
2 − ω2 + iϵ

1

(p02)
2 − ω2 + iϵ

1

ω(p1 + p2 − 2ω + iϵ)(p1 + p2 + 2ω − iϵ)

=− iλ2
∫
dp01
2π

1

(p01)
2 − ω2 + iϵ

3

4ω2((p01)
2 − 9ω2 + iϵ)

=
λ2

32ω5

(41)
所以，

A1 =
1

32ω2
(42)

A2 = − 1

16

1

16ω5
+

1

48

1

32ω5
= − 7

1536ω5
(43)
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