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习题 1

光子与质子相互作用顶点的一般形式可以写为

ū (p′)

[
γµF1

(
q2
)
+
iσµνqν
2m

F2

(
q2
)]
u(p) (1)

其中 q = p′ − p 是进入顶点的光子动量, σµν = 1
2
i [γµ, γnu]。利用这个结果，计算电子和质子

散射关于散射角的树图微分截面（忽略电子质量），结果是著名的 Rosenbluth公式：

dσ

d cos θ
=

πα2

2E2
[
1 + 2E

m
sin2 θ

2

]
sin4 θ

2

[(
F 2
1 − q2

4m2
F 2
2

)
cos2 θ

2
− q2

2m2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
(2)

解：

该过程费曼图可以画为

k1 p1

k2 p1

e− e−

p p

在初始质子静止的参考系中，动量分量可写做

k1 = (E, 0, 0, E), p1 = (E ′, E ′ sin θ, 0, E ′ cos θ) , k2 = (M, 0, 0, 0) (3)

再依据动量守恒，k1 + k2 = p1 + p2，与在壳条件，p22 =M2，可知

E ′ =
ME

M + 2E sin2 θ
2

(4)
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下面采用记号，q = k1 − p1，t = q2，并用 U 表示质子的旋量，M 表示质子的质量。则振幅

可以写为

iM = Ū (p2) (+ie)
[
γµF1

(
q2
)
+

iσµνqν
2M

F2

(
q2
)]
U (k2)

−iηµµ′
q2

ū (p1) (−ie)γµ′u (k1) (5)

使用 Gordon identity得到

iM = e2Ū (p2)

[
γµ (F1 + F2)−

(p2 + k2)
µ

2M
F2

]
U (k2)

−i
q2
ū (p1) γµu (k1) , (6)

则对初态求平均，末态求和得到

1

4

∑
|M|2 = e4

4q4
tr
[(
γµ (F1 + F2)−

(p2 + k2)
µ

2M
F2

)
(k/2 +M)

×
(
γρ (F1 + F2)−

(p2 + k2)
ρ

2M
F2

)
(p/2 +M)

]
tr [γµk/1γρp/1]

=
4e4M2

q4
[(
2E2 + 2E ′2 + q2

)
(F1 + F2)

2

−
(
2F1F2 + F 2

2

(
1 +

q2

4M2

))(
(E + E ′)

2
+ q2

(
1− q2

4M2

))]
.

(7)

利用

2F1F2 + F 2
2

(
1 +

q2

4M2

)
= (F1 + F2)

2 − F 2
1 +

q2

4M2
F 2
2 (8)

得到
1

4

∑
|M|2 = 4e4M2

q4

[
q4

2M2
(F1 + F2)

2 + 4

(
F 2
1 − q2

4M2
F 2
2

)
EE ′ cos2 θ

2

]
(9)

通过

E ′ − E =
q2

2m
(10)

q2 = −4E ′E sin2 θ

2
(11)

得到
1

4

∑
|M|2 = 16e4E2M3

q4
(
M + 2E sin2 θ

2

)
×
[(
F 2
1 − q2

4M2
F 2
2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

] (12)

而散射截面对于 A+B → 1 + 2 过程可以写为

dσ =
1

2EA2EB |vA − vB|

∫
d3p1 d3p2

(2π)62E12E2

|M|2(2π)4δ(4) (p1 + p2 − pA − pB) (13)

代入 EA = E, EB =M , E1 = E ′, |vA − vB| ≈ 1, 得到

dσL =
1

4EM

∫
d3p1 d3p2

(2π)62E12E2

|M|2(2π)4δ(4) (p1 + p2 − pA − pB)

=
1

4EM

∫
E ′2 dE ′d cos θdϕ
(2π)32E ′2E2

|M|2(2π)δ (E ′ + E2 − E −M)

=
1

4EM

∫
E ′2 dE ′d cos θdϕ
(2π)22E ′2E2

|M|2
[
1 +

E ′ − E cos θ
E2 (E ′)

]−1

δ

(
E ′ − ME

M + 2E sin2 θ
2

)

=
1

4EM

∫
d cos θ
8π

|M|2 E ′

M + 2E sin2 θ
2

(14)
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其中 E2依赖于 E ′,
E2 =

√
M2 + E2 + E ′2 − 2E ′E cos θ (15)

于是有
dσ

d cos θ
=

1

32π
(
M + 2E sin2 θ

2

)2 |M|2 (16)

代入振幅表达式，得到(
dσ

d cos θ

)
L
=

πα2

2E2
(
1 + 2E

M
sin2 θ

2

)
sin4 θ

2

×
[(
F 2
1 − q2

4M2
F 2
2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
.

(17)

习题 2

针对重整化的 QED拉格朗日量：

L = −1

4
Z3FµνF

µν + Z2ψ̄ (iγµ∂µ − Zmm)ψ + Z1eψ̄γ
µAµψ (18)

在在壳重整化方案下，用截断正规化（即对欧式圈动量 lE 加一个紫外截断 Λ ）计算单圈水平

的 Z1 和 Z2。 Wald恒等式要求 Z1 = Z2，请判断在这个正规化下Wald恒等式是否被破坏？
其原因是什么？

解：

首先在单圈水平计算 Z2，依据

1PI−iΣ (p/) =

= + + · · ·
p k

p− k

不妨写为

−iΣ(p/) = −iΣ2(p/) + i (p/δ2 − δm) (19)

其中 Z2 = 1 + δ2，而由于在壳重整化条件
d

dp/
Σ(p/)

∣∣∣∣
p/=m

= 0 (20)

得到

Z2 = 1− δ2 = 1− d

dp/
Σ2(p/)

∣∣∣∣
p/=m

(21)

下面计算 Σ2(p/)，为避免红外发散，给光子加上一个小质量 µ

−iΣ2 =

∫
d4k

(2π)4
(−ieγµ) i(k/ +m)

k2 −m2 + iε
(−ieγν) −igµν

(p− k)2 − µ2 + iε

=(−ie)2
∫

d4k

(2π)4
γµ(k/ +m)γµ

(k2 −m2)[(p− k)2 − µ2]

=− e2
∫ 1

0

dx

∫
d4l

(2π)4
−2xp/ + 4m

(l2 −∆+ iε)2

(22)
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其中∆ = −x(1− x)p2 + xµ2 + (1− x)m2„ 并且转动至欧氏空间 l0E = −il0, 并且加上动量截断
Λ,

Σ2 =− ie2
∫ 1

0

dx

∫
d4lE
(2π)4

−2xp/ + 4m

(l2E +∆)2

=e2
∫ 1

0

dx

∫
dΩ4

(2π)4

∫ Λ

0

dlEl
3
E

−2xp/ + 4m

(l2E +∆)2

=
e2

8π2

∫ 1

0

dx(−xp/ + 2m)

(
ln(1 + ∆

Λ2
)− Λ2

∆+ Λ2
)

) (23)

所以

δ2 =
dΣ2(p/)

dp/

∣∣∣∣
p/=m

=
e2

8π2

∫ 1

0

dxx
[
− ln

(
1 +

Λ2

∆m

)
+

Λ2

∆m + Λ2
+

2Λ4m2(1− x)(2− x)

∆m(∆m + Λ2)2

]
Γ→∞−→ e2

8π2

∫ 1

0

dxx
[
− ln

(
1 +

Λ2

∆m

)
+ 1 +

2m2(1− x)(2− x)

∆m

] (24)

其中 ∆m = ∆|p/=m = xµ2 +m2(1− x)2。

接下来在单圈水平计算 Z1，依据

u(p′)Γµu(p) =

= + + · · ·

p′p

q

k
+

不妨写为

ū(p′)(−ieΓµ)u(p) = ū(p′)(−ieγµ)u(p) + ū(p′)(−ieδΓµ)u(p)− ū(p′)ieγµδ1u(p) (25)

其中 Z1 = 1 + δ1，而由于在壳重整化条件 −ieΓµ(p′ − p) = −ieγµ, 那么，

ū(p′)δΓµu(p)|p′=p = −ū(p′)γµδ1u(p)|p′=p (26)

而一般的，由 Lorentz结构可以写

ū(p′)δΓµu(p) = ū (p′)

[
γµδF1

(
q2
)
+
iσµνqν
2m

δF2

(
q2
)]
u(p) (27)

则

δ1 = −δF1

(
q2 = 0

)
(28)
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依据 Feynman规则有

ū(p′)δΓµu(p) =

∫
d4k

(2π)4
−igνρ

(k − p)2 − ν2 + iε
ū(p′)(−ieγν) i(k/′ +m)

k2 −m2 + iε
γµ

i(k/ +m)

k2 −m2 + iε
(−ieγρ)u(p)

=2ie2
∫

d4k

(2π)4
ū(p′)[k/γµk′/ +m2γµ − 2m(k + k′)µ]u(p)

((k − p)2 − µ2 + iε)(k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)

=2ie2
∫

d4l

(2π)4

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)
2

D3
ū(p′)

× [γµ(−1

2
l2 + (1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2) +

iσµνqν
2m

(2m2z(1− z))]u(p)

(29)
其中 D = l2 −∆+ iε, ∆ = −xyq2 + (1− z)2m2 + zµ2，相似地，在动量截断下可以求积分

I1 =

∫
Λ

d4k

(2π)4
1

(k2 −∆)3
= −i

∫
dΩ4

(2π)4

∫ Λ

0

dkk3
1

(k2 +∆)3
= − i

32π2

Λ4

∆(Λ2 +∆)2
(30)

I2 =

∫
Λ

d4k

(2π)4
k2

(k2 −∆)3
= i

∫
dΩ4

(2π)4

∫ Λ

0

dkk3
k2

(k2 +∆)3
=

i
16π2

[
ln
(
1 +

Λ2

∆

)
+

∆(4Λ2 + 3∆)

2 (Λ2 +∆)2
− 3

2

]
(31)

那么，

ū(p′)δΓµu(p) =2ie2
∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)2ū(p′)

× [γµ(−1

2
I2 + ((1− x)(1− y)q2 + (1− 4z + z2)m2)I1) + I1

iσµνqν
2m

(2m2z(1− z))]u(p)

(32)
所以，

δ1 =− δF1

(
q2 = 0

)
= −4ie2

∫ 1

0

dxdydzδ(x+ y + z − 1)(−1

2
I2 + ((1− 4z + z2)m2)I1)

∣∣∣∣
q2=0

=
e2

8π2

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy

(
−
[
ln
(
1 +

Λ2

∆0

)
+

∆0 (4Λ
2 + 3∆0)

2 (Λ2 +∆0)
2 − 3

2

]
−((1− 4z + z2)m2)

Λ4

∆0 (Λ2 +∆0)
2

)
=
e2

8π2

∫ 1

0

dz(1− z)

(
−
[
ln
(
1 +

Λ2

∆0

)
+

∆0 (4Λ
2 + 3∆0)

2 (Λ2 +∆0)
2 − 3

2

]
−((1− 4z + z2)m2)

Λ4

∆0 (Λ2 +∆0)
2

)
Γ→∞−→ e2

8π2

∫ 1

0

dz(1− z)

(
− ln

(
1 +

Λ2

∆0

)
+

3

2
− (1− 4z + z2)m2

∆0

)

(33)

其中 ∆0 = (1 − z)2m2 + zµ2 = ∆m 。与公式（24）对比发现，δ1 6= δ2，即 Z1 6= Z2。这是因

为对光子的动量截断会破坏局域规范对称性。
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习题 3

问题（a）

在维数正规化下计算 QED单圈图水平的三光子关联函数 〈Ω |Aµ(x)Aν(y)Aρ(z)|Ω〉 。一
般性的，证明任意奇数个光子的关联函数为零。

解：

该关联函数对应费曼图，

µ

k
ν

λ

p1 p2

p3

k

即

iΓ(3) = (−ie)n
∫

ddk
(2π)d

(−1)

{
tr
[
γµ

i
k/−m

γν
i

k/ + p/1 −m
γλ

i
k/ + p/1 + p/2 −m

]
+ tr

[
γµ

i
−(k/ + p/1 + p/2)−m

γλ
i

−(k/ + p/1)−m
γν

i
−(k/)−m

]}
= (−ie)3

∫
ddk
(2π)d

(−1)

{
tr
[
γµ

i
k/−m

γν
i

k/ + p/1 −m
γλ

i
k/ + p/1 + p/2 −m

]
+ tr

[
γµ

i
k/ + p/1 + p/2 −m

γλ
i

k/ + p/1 −m
γν

i
k/−m

]T}

= (−ie)3
∫

ddk
(2π)d

(−1)

{
tr
[
γµ

i
k/−m

γν
i

k/ + p/1 −m
γλ

i
k/ + p/1 + p/2 −m

]
− tr

[
γ0γ2

i
k/−m

γ0γ2γ0γ2γνγ0γ2γ0γ2
i

k/ + p/1 −m
γ0γ2γ0γ2γλγ0γ2γ0γ2

· i
k/ + p/1 + p/2 −m

γ0γ2γ0γ2γµγ0γ2
]}

= (−ie)3
∫

ddk
(2π)d

(−1)

{
tr
[
γµ

i
k/−m

γν
i

k/ + p/1 −m
γλ

i
k/ + p/1 + p/2 −m

]
− tr

[
γµ

i
k/−m

γν
i

k/ + p/1 −m
γλ

i
k/ + p/1 + p/2 −m

]}
= 0

(34)

类似地，对于任意奇数个光子的关联函数也会在单圈水平两两相消，

iΓ(n) = (−ie)3
∫ ∑

{µ}

ddk
(2π)d

(−1)

{
tr
[

i
k/−m

γµi
i

k/ + p/i −m
γµj

i
k/ + p/i + p/j −m

· · · γµk
]

+ tr
[
γµk · · · i

−(k/ + p/i + p/j)−m
γµj

i
−(k/ + p/i)−m

γµi
i

−(k/)−m

]}
= 0

(35)
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其中
∑

{µ} 为对所有有序对 {(µi, µj, · · · , µk)|(µi, µj, · · · , µk) ' (µj, · · · , µk, µi)}除去轮转的等
价类求和。

问题（b）

在维数正规化下计算 γ (p1) γ (p2) → γ (p3) γ (p4) 的散射振幅。仅需判断其是否有限，不

需计算出有限项的具体表达式。

解：

iΓ(4) 发散部分−→ (−ie)4
∫

ddk
(2π)d

(−1)
1

(k2)4
(tr[γµk/γνk/γρk/γσk/] + tr[γµk/γνk/γσk/γρk/]

+ tr[γµk/γρk/γνk/γσk/] + tr[γσk/γρk/γνk/γµk/] + tr[γρk/γσk/γνk/γµk/] + tr[γσk/γνk/γρk/γµk/])
(36)

其中

tr[γµk/γνk/γρk/γσk/] =8dkµkνkρkσ − 2dk2 (kµkνgρσ + kρkσgµν + kµkσgνρ + kνkρgµσ)

+ d
(
k2
)2

(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)
(37)

在圈积分中，kµkν → k2gµν/d, kµkνkρkσ → k4(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgρν)/(d(d+ 2))。于是有

tr [γµk/γνk/γρk/γσk/] ⇒ (
8

d+ 2
+ d− 4)

(
k2
)2

(gµνgρσ + gµσgνρ) + (
8

d+ 2
− d)

(
k2
)2
gµρgνσ

d→4⇒ 4

3

(
k2
)2

(gµνgρσ − 2gµρgνσ + gµσgνρ)

(38)

其中 d→ 4是安全的（发散部分是对数发散）,其他几项同理，最后可见所有发散部分和为 0.

习题 4

考虑一个赝标量的 Yuakwa理论：

L =
1

2
∂µφ0∂

µφ0 −
1

2
m2

0φ
2
0 + ψ̄ (iγµ∂µ −M0)ψ0 − ig0ψ̄0γ

5ψ0φ0 (39)

问题（a）

对其做微扰重整化，给出重整化后的费曼规则，并在在壳重整化方案下计算所有的抵消

项（仅需给出抵消项中的发散部分即可）。

解：

易知，

=
iZφ

q2−m2 + · · ·=
iZψ
6p−M + · · ·
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于是，可以通过 φ0 → Z
1/2
φ φ,ψ0 → Z

1/2
ψ ψ将 Zφ和 Zψ 吸收入 L，得到

L =
1

2
Zφ∂µφ∂

µφ− 1

2
m2

0φ
2 + Zψψ̄ (iγµ∂µ −M0)ψ − ig0ZψZ

1/2
φ ψ̄γ5ψφ (40)

引入物理耦合常数如 g0ZψZ
1/2
φ = gZg，和物理质量 m,M ,并将拉格朗日量拆分为两部分则可

以得到
L =

1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 + Zψψ̄ (iγµ∂µ −M)ψ − igψ̄γ5ψφ

+
1

2
δφ∂µφ∂

µφ− 1

2
δmφ

2 + ψ̄ (iδψγ
µ∂µ − δM)ψ − igδgψ̄γ

5ψφ
(41)

其中，
δφ = Zφ − 1, δψ = Zψ − 1,

δm = Zφm
2
0 −m2, δM = ZφM0 −M,

δg = Zg − 1 = g0/gZψZ
1/2
φ − 1.

(42)

那么费曼规则易得，

= i
q2−m2+iε

q

p = i(6p+m)
p2−m2+iε

= −igγ5

= i (q2δφ − δm)

= i (p/δψ − δM)

= −igγ5δg

若采取记号，

1 PI

1 PI

截腿

= −i Σ (p/)

= −i gΓ5(p, p′)

= −i M2 (q2)

则在壳重整化条件可以写为，

M2(p2)|p2=m2 = 0,
d

dp2
M2(p2)|p2=m2 = 0

Σ(p/ =M) = 0,
d

dp/
Σ(p/)|p/=M = 0

−igΓ5(p′ − p) = −igγ5

(43)

下面计算抵消项，其中M2单圈贡献为
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其中第一部分，

− (−ig)2
∫

ddk
(2π)d

tr
[

i
k/−M

γ5
i

(k/− p/)−M
γ5
]

= −(−ig)2
∫

ddk
(2π)d

tr [(k/ +M)γ5((k/− p/) +M)γ5]

(k2 −M2)((k − p)2 −M2)

= −(−ig)2
∫

ddk
(2π)d

d(k · p− k2 +M2)

(k2 −M2)((k − p)2 −M2)

UV∼ −(−ig)2
∫

ddk
(2π)d

d(k · p− k2 +M2)

(k2 −M2)2

(
1 +

2k · p
k2 −M2

)
UV∼ −(−ig)2

∫
ddk
(2π)d

d

(
− 1

(k2 −M2)
+

2(k · p)2

(k2 −M2)3

)
= −(−ig)2

∫
ddk
(2π)d

d

(
− 1

(k2 −M2)
+

2p2

d

1

(k2 −M2)2

)
∼ 4ig2 (p2 − 2M2)

(4π)2
1

ε

(44)

所以，

δm ∼ −8g2M2

(4π)2
1

ε
, δφ =

−4g2

(4π)2
1

ε
(45)

对于 Σ而言有，

其中，

= g2
∫

ddk
(2π)d

γ5
i

6 k −M
γ5

i
(k − p)2 −m2

= g2
∫

ddk
(2π)d

−γ5(k/ +M)γ5

(k2 −M2)((k − p)2 −m2)

= g2
∫

ddk
(2π)d

(k/−M)

(k2 −M2)((k − p)2 −m2)

UV∼ g2
∫

ddk
(2π)d

(k/−M)

(k2 −M2)2

(
1 +

2p · k
k2 −M2

)
UV∼ g2

∫
ddk
(2π)d

(
−M

(k2 −M2)2
+

2

d

p/

(k2 −M2)2

)
∼ ig2( 6 p− 2M)

(4π)2
1

ε
,

(46)
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所以，

δM ∼ −2g2M

(4π)2
1

ε
, δψ ∼ −g2

(4π)2
1

ε
(47)

最后，对于 Γ5而言有

其中，

= g3
∫

ddk
(2π)d

γ5
i

6 k −M
γ5

i
6 k −M

γ5
i

k2 −m2

= −ig3
∫

ddk
(2π)d

γ5(k/ +M)γ5(k/ +M)γ5

(k2 −M2)2(k2 −m2)

= ig3
∫

ddk
(2π)d

γ5

(k2 −M2)(k2 −m2)

UV∼ ig3γ5
∫

ddk
(2π)d

1

(k2 −M2)2

∼ − g3γ5

(4π)2
2

ε

(48)

所以，

δg ∼
2g3

(4π)2
1

ε
(49)

问题（b）

在这个理论中计算 φφ → φφ 的单圈散射振幅。证明这个振幅是紫外发散的，且发散行

为无法被已有的抵消项抵消。为了使这个理论有意义，需要在拉氏量中引入新的一项 ∆L =

−λ0
4!
φ4
0并对其作重整化。这个计算说明了一个一般事实：四维场论中量纲小于等于四的算符，

如没有对称性保护，终究会在量子修正下出现，也就是在量子场论中，If something CAN hap-
pen, it will happen.

解：

散射振幅为，

iM =

= (−1)g4
∫

ddk
(2π)d

tr

[(
γ5

i
6 k −M

)4
]
= (−1)g4

∫
ddk
(2π)d

tr[I]
(k/−M)2

∼ − 8ig4

(4π)2
1

ε
(50)

即该振幅是紫外发散的，需要引入形如 δλφ
4的抵消项，即在拉氏量中引入 ∆L = −λ0

4!
φ4
0。
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